ALGEBRA1

Anul I, semestrul I

SUBIECTE PROPUSE

I. Stabiliti daca
. Fie H = {2n|n eN }, atunci H este submonoid al monoidului (N,+,0)? = A

. Daca H = {Zn +l|n € N} , atunci H este submonoid al monoidului (N,-,1)? = A

. Fie TZ(R)={(Z IZ]

T,(R) nu este submonoid al monoidului (M 5 (R),-,Iz) -

a,b,ce R} multimea matricelor superior triunghiulare din M, (R) . Atunci

. Aplicatia f:M,(Z)—> Z, f(4)=|4| este morfism de la monoidul (MZ(Z),-,IZ) la monoidul
(Za'al) - A

. FieneN" si (Zn,-,i) monoidul multiplicativ al claselor de resturi modulo 7.

Aplicatia f :Z > Z , f(a)= a este morfism de la monoidul (Z,~,1) la monoidul (Zn,-,i) 7 = A
. Fie (G.,e) un grup. Pentru orice a € G, aplicatiile A, :G - G, A, (x)=ax si p, :G—> G,

p,(x) = xa nu sunt bijective. = |
. Fie H = {G €S, |0(n): n}, atunci H nu este subgrup al lui S,. = F

. Fie (G,-,e) un grup finit si A un subgrup al lui G . Atunci - A
G =|r 6 1]
. Daci a este element de ordin finit, atunci numarul natural notat cu ord(a),

ord(a)=minjk e N'|a* =e
bl _

se numeste ordinul lui a.

. Daca G este grup finit, atunci orice element g € G are ordinul finit si ord (a)IordG . = A

11.
12.

13.
14.

15.

Fie (G,e) un grup finit si n = |G| Atunci a" =e, VaeG.
Data c € §

no

Vom spune ca Inv(c) este numarul inversiunilor permutarii 6. = A

O permutare ¢ € §, este para daca 8((5) --1. = F

O permutare G € S, este impara daca g(c)=1 = |

Fie ceS§,, n>1 i c=1,01,0..07, 0 reprezentare a lui ¢ ca produs de transpozitii. Atunci

numerele m si Inv(c) au aceeasi paritate si deci &(c)=(~1)".

=A

=A

n>2, notam cu Inv(c) numarul perechilor (7, 7) cu i < j astfel incat o(i)> o(/).



! —
Daca n >1, atunci 4, = { . s(c) = 1} nu este un subgrup de ordin % allui §,. — F

Fie (G,-, e) un grup. Un subgrup N al grupului G se numeste subgrup normal al lui G daca
YaeG,VxeN = axa' e N. :A
SL,(R) < GL,(R), unde SL,(R)={X e M, (R)|X|=1}2 = A

Daca (G,-,e) este un grup atunci subgrupul unitate 1= {e} si G sunt subgrupuri normale ale lui

G. = A

Daca (G,-,e) este grup abelian atunci orice subgrup H al lui G nu este subgrup normal. — F
Un grup (G,-, e) se numeste simplu daca are cel putin doua elemente si nu are subgrupuri normale
diferitede 1={e} si G. = A

Orice grup G de ordin p, p numar prim, nu este simplu. = F

Daca n > 5, atunci grupul altern 4, este simplu. — A

Daca n >3, grupul altern 4, este generat de ciclurile de ordin 3. = A

Fie (G.,,e) si (G'¢') doua grupuri. O aplicatic f:G — G’ se numeste morfism de la grupul G
la grupul G' daca f(xy)= f(x)f(y) oricarear fi x,ye G. = A

. Uninel comutativ R cu 1= 0 si cu divizori ai lui zero se numeste domeniu de integritate sau inel

integru = F

Inelul (Z,+,-) al numerelor intregi nu este domeniu de integritate. = |~

Daca ( ) este un inel, atunciVx e R avem x-0=0-x=0. = A

Daca (R,+,) este un inel, atunci daca |R| >1,atunci 1#0. = A

Daca (R,+,") este un inel, atunci x(—y)=(~x)y = —xy si (- x)(~ y)=xy oricarear fi x,y e R. = A
Daca (R,+, ) este un inel, atunci x(y - z) =Xxy—Xxz §i (y - z)x = yx—zx oricarear fi x,y,ze R. = A

Daca (R,+,-) este un inel, atunci daca R nu are divizori ai lui zero, iar xy = xz sau yx =zx cu
x#0,atunci y=z. = A
M,(Z) nu este subinel al inelului M, (R)? = F

Dacad R este un inel. Atunci
a b
nw- o !
c

Multimea S a sirurilor Cauchy de numere reale este subinel al inelului [1 ' al sirurilor de numere

reale. — A

Daca neNsi [ =nZ = {nq|q € Z} atunci / este ideal al lui Z? = A

a,b,ceR} = F

nu este subinel al inelului M, (R),

Daca I < R, atunci / este subgrup al grupului(R,+,0) 2 = A

. na nb
Daca n el 1ar1={[ j
nc nd

a,b,c,d el }, atunci / nu este ideal bilateral al lui R. = A



39.

40.

41.

42.

43.

44,
45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Aplicatia f:Z — Z,, fla) = a este morfism surjectiv de la inelul (Z,-,l) la inelul(Zn,-,i) 2. = A

. a c ~ (a ¢
Aplicatia f:M,(Z)—> Z, f(A):g,undeAz(b djeMz(Z), A:[l; c?} nu este

morfism surjectiv de inele? =F
Fie f: R — R’ un morfism de inele, atunci Ker(f) este ideal bilateral al lui R, iar Im(f’) este

subinel al lui R'. = A

. . R
Daca f:R — R' este un morfism de inele, atunci Im( /)~

"Xy = A

Fie M,(nZ) multimea matricelor patrate cu coeficienti in nZ. Daca f:M,(Z)—> M,(Z,) este

morfismul cu actiunea

a b\ (a b
A2 )2 3)
avem Ker(f)=M,(nZ) si Im(f)=M,(Z,)? =
M,(Z,) nueste ideal bilateral al lui M, (2)? = F
Daca m,ne N* sunt prime intre ele, atunci inelul Z,, nu este izomorf cu produsul direct al
inelului Z, cuinelul Z,? = F
Fie K si K' doua corpuri. O aplicatie f : K — K' se numeste morfism (izomorfism) de corpuri

daca este morfism (izomorfism) de la K la K' considerate ca inele. —
Un domeniu de integritate finit este corp. Inelul (Zp,+, ) este corp daca si numai daca ,, este

numar prim? = — A
Daca R este un domeniu de integritate existd un corp comutativ K, numit corpul fractiilor lui
R, astfel incat R este subinel al lui K si pentru orice x € K exista a,b € R, b # 0 astfel incat

x=abt. = A

ey )

Daci R este un domeniu de integritate, atunci R[X | este domeniu de integritate si

grad(fg):grad(f)+gmd(g) — A
oricare ar fi f,geR[X], f#0, g#0.

.

Daca f: M — M’ este un morfism bijectiv de monoizi iar /' este inversa aplicatiei £, atunci
/" este morfism bijectiv de la monoidul (M ',-,e') la monoidul (M o) e). = A

X,Y,Z € Z} cM, (Z) este o Z-subalgebra a Z-algebrei M, (Z) ? = A

a,be R} este corp in raport cu adunarea si inmultirea matricelor si K = C ? = A



53. Pentru  monoidul (EH=-= Tj multimea  elementelor  inversabile din Z este

U(z,) = {ﬁ cZ, ”

intregi a sin. = A

. ) =1 }, unde s-a notat cu (a,n) cel mai mare divizor comun al numerelor

54. Orice grup (G, ,e) de ordin 3 este izomorf cu grupul adlth( j al claselor de resturi modulo

55. Daca (G,-,e) este un grup, a € G, aplicatia ¢: G > G cp(x) =axa”' este bijectiva. = A
56. Aplicatia f:C" >R, f(z)= |z| =+zz =vJa® +b* daca z= a+ib, este morfism de la grupul

(C*,+, ) la grupul ( ) =A

57. Daca (G,-,e) si (G )€ ) sunt doud grupuri, aplicatia f:G —> G', f(x)=e¢" este morfism de
grupuri. = A

58. Fie (G,e) si (G',,e') doua grupuri si f:G — G' un morfism de grupuri. Atunci
fle)=¢€' sif( ): f(x) oricarearﬁxeG.:F

59.  Grupurile (Z,+,0) si (Q,+,0) suntizomorfe =

60. Grupurile (B « 1) si (6 « 1) nu sunt izomorfe =A
61. Grupurile (Q,+,0) si (@+, ,1) nu sunt izomorfe =/
62. Pentru orice x,y € R se defineste legea de compozitie x*y =In (e" +e’ ) . Multimea solutiilor

ecuatiei (x*x)*x=0 este... X= -In 3

63. Pe Z definim legea de compozitie x* y = xy —6x -6y +42 . Suma elementelor simetrizabile in
raport cu aceasta lege este... .

64. Pe R este definita legea de compozitie x* y = xy+3x+3y+m . Egalitatea (2%3)*4 =175 are loc
pentru... =M =2

65. Fie grupul (Z,,,+). Cate subgrupuri are acest grup ? :2

66. Fie grupul (Z,,,+). Cate grupuri factor are acest grup ? :2

67. Afirmatia este adevarata [G'H ]=H — A
| - = =

68. Cate morfisme exista de la grupul (Q,+) la grupul (Z ,+) ?

69. Fie M si N doua multimi finite avand m, respectiv n elemente. Cate functii definite pe M cu valori
in Nexista? — p”

70. Fie M si N doua multimi finite avand m, respectiv m elemente. Cate functii bijective definite pe M
cu valori in N exista ? — m"

71. Fie M si N doud multimi finite avand m, respectiv n elemente, m < n . Cate functii injective
definite pe M cu valori in N exista ? == 4"

72. Pe multimea numerelor naturale consideram operatia algebrica m L n=m". Atunci
operatia este asociativa si nu este comutativa? =operatia nu este asociativa si nu este comutativa

73. Fie zeC", z =1, atunci ord(i)=...? :4



. . 2n .. 2 . —
74. Daca me N §i z= cos 2t +isin <~ ,atunci ord(z)=...? . ordiz)=m
m m

75. Dacd z=1+ieC" ,atunci ord(z)=...? = ardz=co

76. Fie grupul (Z4,+,6) si3 € Z, , atunci nrd[ij =37 = F

77. Dacd Vx,ye R, x#0, y#0,avem 1/xy=0spunem ci R este inel fird divizori ai lui zero? = F
78. Elementul zero al inelului Z,x Z este ({3 IJ‘? -

79. Elementul unitate al inelului Z, xZ este (i,l) ? = A

80. In inelul Z;x Z , produsul direct al inelului (Z,+,-) cuinelul (Z,+,"), avem(§,3)+(§,—7)=[ﬁ=?sj = F

?
81. Astfel in inelul Z, x Z , produsul direct al inelului (Zg,+,-) cu inelul (Z ,+,-) ,

avem<§’3)'(§’_7) - (ﬁ ?J? —

0
82. Fie R=M, (Z) si ] :{[a Ja,b € Z}, atunci / este ideal la stanga al lui R si nu este ideal la
dreapta? —
83. Fie R=M,(Z) si J:{(

dreapta al lui R? = F
84. Fie f:R— R’ un morfism de inele,atunci f* este injectiv daca si numai dacéKar(_ f ) =0 = A
85. Fie f=2X'-2X° —15X" +10X+3 e Z[X]. Si se calculeze f(3). = 6
86. Fie f=2X* —2X° —15X% = 10X~ 3  Z[X]. S se determine catul impartirii lui f la X—3 = ¢ = 20" +4X" = 30+ |

0 0
a b

a,be”Z } atunci J este ideal la stanga al lui R si este ideal la

a

C

atunciﬁ{ﬂ}=[{} {}J? = F
1 0

b
87.  Daci A:[ djeMz(Z) si f=X°—(a+d)X+ad—-bc din Z[X],

88. Fie R uninel astfel incat x® = x, Vx e R. Stabiltidacal+1=6? = F

89. Fie R un inel astfel incat x°® = x, Vx e R. Stabilti dacax” =x,¥x € R? = F

I1. Probleme cu grad mediu de dificultate

. 2x— e . .. T o
1. Functia f:(0,0) > (-2,2), f(x)= . este injectiva si nu este surjectiva?  =injectiva si nu este surjectiva
X+




2. Cate morfisme de monoizi existi de la (Z*,-) la (N,+) ? = Niciunul

3. Pe R se defineste legea de compozitie astfel x* y =ax+by+c,Vx,y € R unde a,b,ceR.

Calculati suma S =a” +b” +c” stiind ci acestd lege de compozitie admite elementul neutru e =3 =5=11

4. Se considera inelul (Z,*,1) unde
x*Fy=x+y+2
xLly=xy+2x+2y+2

Vx,y € Z . Fie T numarul divizorilor lui zero ai acestui inel. Atunci T=... :T = 0
5. Grupul (ZxZ,,,+) este finit generat, dar nu este cyclic. =infinit generat
. 123456 o c . 2 —12
6. Fie permutarea 7 € S;,7 = . Determinati ordinul permutarii 7~ . -
512436
7. Fie G un grup cu 6 elemente. Atunci G este intotdeauna izomorf cu grupul (Z 6,+) ? =F

8. Fie (S3,o) grupul permutarilor de ordin 3 si H un subgrup cu 3 elemente al acestui grup. Cate

elemente are grupul factor S,/ H ? = 1

9. Fie multimea U = {z eC ‘zs = 1} . Céte elemente are aceastd multime ? = 5
10. Functia f:R —> R,f(x) =x"""" —4x* +2 este bijectivi ? = F
11. Cate morfisme de monoizi existad de la (Q,+) la (Q,+) 2 =niciunul

12. Se considera inelul (Z ,*,J_) unde
x*y=x+y-3
x1ly=xy-3x-3y+12
Vx,yeZ.Fie PeZ [X ] polinomul care are drept raddcini elementele inversabile ale inelului si

coeficientul dominant egal cu unu. Notam cu S suma patratelor elementelor inversabile. Atunci

5 =825

13. Grupul (Z,5,+) este ciclic? = F
123456

. Stabiliti ordinul permutarii 7' . _
512436 =3

14. Fie permutarea 7 € S;,7 = (

15. Fie multimea U = {z eC ‘27 = 1} . Cate elemente are aceasta multime ? = 7



16. Consideram multimea numerelor reale si relatia binara definita pe aceasta multime astfel:

p={(x.) =3}
Atunci relatia este reflexiva si nu este tranzitiva? — F
) 2x-3,x<0 ) L
17.Fie f:R—>R, f(x)= ; 0o Atunci f* este injectivd ? = F
X, x>

18. Fie f:Z—>Z,f(x)= {2} unde prin [q] se intelege partea intreagd a numarului g. Atunci f

este surjectiva? = A
19. Fie f:A— B si g:B — C doua functii surjective. Atunci go f este surjectiva? = A
20. Fie M o multime cu 3 elemente. Cate legi de compozitie se pot defini pe M ? _39

21. Fie un grup G si x un element de ordin finit din G. Daca m, n sunt doi intregi pozitivi cu proprietatile
(mmj =1 r:rrd[x"tj =1 ord[x”] =m, atunci ord(x} =mn? = A

22. Fie permutarea = b2 34 6 78 .0 € & are descompunerea

3 21 5 6 4 8 1

o=(13)(6.8)(457)? = F

L) ]

23. Fie permutarea = bz 34 .o £ 5; are descompunerea o= [Ejj (E!- 4) (4 5)‘? = A

3 5 1 2 4
24. Fie (_(}':u: e). Stabiliti daca ¥x,y € G xp =.1::J;|;J face ca (_G;== e) sa fie un grup abelian = F

L

25. Fie (_(}':u: ej. Daca x” = € atunci avem (_G;xej grup abelian? — F

26. Care sunt elementele inversabile ale inelului [35=—=-) 7= 1.5

27. Legea de compozitie x =} =x +¥—2x). ¥x.} £ R. Gasiti elementul neutru. —e=10

28. Legea de compozitie x =} = (x — l}m“r . 1.Vxye (1 m) Gasiti elementul neutru . = 44 |

1
29. Legea de compozitie x =} = — (x +y—xy+ 1) Wx.y € R. Gasiti elementul neutru. = &=-1

30. Legea de compozitie x =y =x+3— 5, %x. € £ admite ca element simetric pe 10 +x9 =— F

31. Fielegea de compozitie x =y = |x ¥ | ¥x,y € M ,unde M= {0.1.2.3.4} Solutiile
ecuatieif_xu}'j °3=1sunt{1.4}? = F

32. Se considera multimea G = ({} :I:J # R pe care se defineste lege de compozitie
(_ch:xlj ° (_a1=x2) = f_alaJ:ali —xlj, gasiti elementul neutru? — €= (1’ Dj

33. Se considera multimea G = ({} rx:) # R pe care se defineste lege de compozitie ) 1 x
(_:Jl:xlj @ (_a1=x1j = [a1a1=a1xj —xlj, gasiti elementul simetrizabil ? - 7 [;’_ E]

34. Fie Z[i] = {a+ib/a. b € Z} Determinati multimea elementelor sale inversabile, L-"(_Z[f]). —

1~ 1,31}



35. Daca f'si g sunt doua functii monotone, de monotonii diferite, atunci gof (i.e. g compus cu f) este
crescatoare? :F

36. Daca A si B sunt multimi care verifica proprietatile : AUB={1,2,3,4,5,6,7,8,9}; B-A={4,5,6,7,8};
{3,90NB=0 ; AnB={1}, determinati multimile A siB.= "#C $ $!$1DV W#C $&$'$)$,$/D

37. Se considera multimea G={a + b2 |a,beQ, a> + b® # 0}, care impreuna cu operatia de inmultire_

formeaza un grup abelian. Determinati inversul lui 6 + 72
38. Daca G e grup si H;, H, subgrupuri ale sale, atunci H;\UH; nu poate fi subgrup al lui G? = F
39. Daca definim aZ + bZ ={x+y | x € aZ,y € bZ}, unde prin Z am notat multimea numerelor
intregi, atunci determinati 25Z +20Z. = 'X

40. Se considera elementul z = cos(%;z) +1i Sill(%ﬂ) apartinand grupului multiplicativ al numerelor

complexe (C*,',l). Atunci determinati ordinul lui z .
41. Se considera elementul z = cos(ﬁ m)+i sin(ﬁ ) apartinand grupului multiplicativ al numerelor
complexe (C,,1). Determinati ordinul lui z . :10

42. Daca (C',,1) este grupul multiplicativ al numerelor complexe, atunci cate subgrupuri de ordin 10
ale acestui grup exista ? —

) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 .
43, Se considera permutarea ¢ € Syp, 0 = . Gasti
35 1 4 7 10 8 2 6 9

ordinul permutarii. =12

34215 2 5 41 3
permutarea X € S3 cu proprietateacax 06 =7 . — [ !
&

) i 1 2 3 4 5 1 2 3 45
44. Se considera permutarile o,Tt € S5, o = , T =

j . Determinati

45. Se considera permutarile o,T € Sy, . Sa se rezolve ecuatia

1 2 3 45

46.Se considera permutarea ¢ € Ss, 0 =
3 4 2 1

J.Atunci determinati ¢'*° . — H

47. Ce morfism(morfisme) de la (Q,+) (Q fiind multimea numerelor rationale) la (Z,+) (Z fiind

multimea numerelor intregi) putem defini ? 2 Z$ Z X
48. Cu cine este izomorf grupul multiplicativ ( R, ,-) (unde prin R, am notat multimea numerelor reale
strict pozitive)? =  [$B %
49. Care sunt automorfismele grupului (Z,+) (Z fiind multimea numerelor intregi) ? — \
50. Se considera multimea M = {1,2,3,4}. Cate submultimi cu doua elemente exista? :6

51. Fie A un inel unitar cu proprietatea ca x'* =x, (V) x € A. Atunci, oricare ar fix € A :x*=1? = F


















